
Iracionalnost

Zadatak 1. Neka su a, b i c prirodni brojevi takvi da brojevi ab, ac i
bc nisu svi potpuni kvadrati. Dokazati da je broj

√
a +
√
b +
√
c ira-

cionalan.

Rexeǌe. Pretpostavimo da je broj
√
a +
√
b +
√
c racionalan. Tada je

i broj (
√
a +
√
b +
√
c)2, tj. a + b + c + 2(

√
ab +

√
ac +

√
bc) racionalan,

pa je i broj
√
ab +

√
ac +

√
bc racionalan. Sledi da je i broj (

√
ab +√

ac+
√
bc)2, tj. ab+ ac+ bc+ 2(a

√
bc+ b

√
ac+ c

√
ab) racionalan, pa je i

broj a
√
bc+ b

√
ac+ c

√
ab racionalan. Iz ove i prethodne konstatacije

dobijamo da je i broj a
√
bc+ b

√
ac+ c

√
ab− a(

√
ab+

√
ac+

√
bc), tj. (b−

a)
√
ac+(c−a)

√
ab racionalan, pa je i broj ((b−a)

√
ac+(c−a)

√
ab)2, tj.

(b− a)2ac+ (c− a)2ab+ 2(b− a)(c− a)a
√
bc racionalan. Odatle sledi da

je broj
√
bc racionalan, tj. da je bc potpun kvadrat. Na analogan naqin

dobijamo da su i brojevi ab i ac potpuni kvadrati, kontradikcija.

Zadatak 2. Da li je vrednost izraza

3

√
6 +

11

3

√
7

3
+

3

√
6− 11

3

√
7

3

racionalan broj?

Rexeǌe. Primetimo odmah da je posmatrani broj realan. Obele�imo

x =
3

√
6 +

11

3

√
7

3
, y =

3

√
6− 11

3

√
7

3
i A = x+ y.

Tada imamo

xy =
3

√
36− 121

9
· 7
3
=

3

√
972− 847

27
=

3

√
125

27
=

5

3

i
x3 + y3 = 12.

Iz identiteta

(x+ y)3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y3 = x3 + y3 + 3xy(x+ y)

dobijamo A3 = 12 + 5A, tj.

A3 − 5A− 12 = 0.

Levu stranu mo�emo rastaviti na qinioce, qime dobijamo (A−3)(A2+
3A+4) = 0. Jedna mogu�nost je A = 3. Kako jednaqina A2+3A+4 = 0 ima
negativnu diskriminantu (32−4·4 = −7 < 0), ona nema realnih rexeǌa,
a poxto znamo da je A realan broj, zapravo je jedina mogu�nost A = 3.
Dakle, A je racionalan broj.
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Zadatak 3. Pokazati da u decimalnom zapisu broja 3
√
3 postoji cifra

razliqita od 2 izme�u cifara na pozicijama 1 000 000 i 3 141 592 iza de-
cimalnog zareza.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, da su sve cifre u decimalnom za-
pisu broja 3

√
3 izme�u cifara na pozicijama 1 000 000 i 3 141 592 iza

decimalnog zareza jednake 2. Oznaqimo s = b101 000 000 3
√
3c. Iz pret-

postavke sledi | 3
√
3− (s+ 2

9 )10
−1 000 000| < 10−3 141 591, xto se svodi na∣∣∣ 3

√
3 · (9 · 101 000 000)3 − (9s+ 2)

∣∣∣ < 9 · 10−2 141 591 < 10−2 141 590. (1)

S druge strane, va�i slede�a procena:∣∣∣ 3
√
3 · (9 · 101 000 000)3 − (9s+ 2)

∣∣∣
=

|3 · (9 · 101 000 000)3 − (9s+ 2)3|(
3
√
3 · (9 · 101 000 000)3

)2
+ 3
√
3 · (9 · 101 000 000)3(9s+ 2) + (9s+ 2)2

>
1

3 · (101 000 002)2
> 10−2 000 005.

(2)

Objasnimo, u gorǌem raqunu nejednakost za brojilac imamo na osnovu
qiǌenice da su umaǌenik i umaǌilac oqito razliqiti, budu�i da
je jedan deǉiv sa 3 a drugi nije; nejednakost za imenilac imamo na
osnovu nejednakosti

3
√
3 · (9 · 101 000 000)3 =

3
√
3 · 9 · 101 000 000 < 101 000 002

i
9s+ 2 < 10s < 10 · 101 000 000 3

√
3 < 101 000 002.

Iz (1) i (2) dobijamo kontradikciju.

Zadatak 4. Dokazati da je, za sve n > 3, mogu�e odabrati n taqa-
ka u ravni takvih da je rastojaǌe izme�u svakog para tih taqaka ira-
cionalan broj a da su svake tri taqke temena (nedegenerisanog) trougla
racionalne povrxine.

Rexeǌe. Najpre odaberimo n taqaka u opxtem polo�aju qije su obe ko-
ordinate celobrojne. Svi trouglovi koje one obrazuju imaju racional-
nu povrxinu (ovo se mo�e ustanoviti npr. prime�uju�i da se povr-
xina svakog takvog trougla mo�e izraziti kao razlika odre�enog
pravougaonika s celobrojnim stranicama i odre�enih pravouglih tro-
uglova s celobrojnim katetama, ili jox lakxe, kao specijalan sluqaj
Pikove teoreme), dok su sva rastojaǌa izme�u ǌih oblika

√
ni, ni ∈ N.

Odaberimo sada prost broj p takav da nijedno ni nije deǉivo sa p, i
skalirajmo ravan za faktor

√
p. Povrxina svih posmatranih trouglo-

va na taj naqin mno�i se sa (
√
p)2, tj. sa p, pa ostaje racionalna. Sva

posmatrana rastojaǌa postaju oblika
√
nip, pa kako p - ni, dakle nip ne

mo�e biti potpun kvadrat. Ovim je dokaz zavrxen.
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